Problemlösning till uppgifterna för Kovalevsky dagarna 2010
Uppgifterna med facit

(Magnus Carlson, Alexandre Chapovalov, Valentina Chapovalova, Dag Jonsson)

Nivå 1. Kvaluppgifter

1. I Bergsskogen bor endast älvor och dvärgar. Dvärgar ljuger när de pratar om sitt guld, annars så talar de sanning. Älvor ljuger när de pratar om dvärgar, annars talar de sanning. En gång pratade två bergskogsbor och då sa de följande: 
A. Allt mitt guld har jag stulit av en drake.
B. Nu ljuger du!
Bestäm om A är en älva eller dvärg, och gör detsamma för B.

Svar. Både A och B är dvärgar.


Lösning. Anta att A är en älva. Då måste både A och B tala sanning, såsom älvor inte ljuger om sitt guld och ingen ljuger om älvor. Men A och B motsäger varandra! Således är A en dvärg. Denne ljuger om sitt guld, således talar B sanning. Såsom B talar det om en dvärg, måste B också vara en dvärg.

2. Några barn åt karameller. Var och en åt minst två karameller men sju karameller mindre än alla de övriga tillsammans. Bestäm totala antalet karameller som barnen åt upp.

Svar. 21 karameller. 


Lösning. Låt n vara antalet barn och S antalet uppätna karameller. Om något barn åt upp a karameller så åt de övriga upp S–a. Enligt förutsättningarna är a+7=S–a eller 2a=S–7. Detta innebär att a är detsamma för alla barn och att S=na. Då får vi 2a=na–7 eller na–2a=7 eller a(n–2)=7. Vi ser att a ar en delare till 7. Såsom a>1 finner vi att a=7. Då är n–2=1, n=3 och S=na=21.
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3. På ett bord ligger 28 mynt av samma storlek, placerade i ett triangulärt mönster som figuren visar. Deras vikter kan dock variera. Det är känt att tre mynt, vilka som helst, som alla tangerar varandra (de bildar en mindre triangel, se två exempel på detta i figuren) väger 10 g tillsammans. Bestäm totala vikten av de 18 kantmynten (i figuren markerade med grått).

Svar. 60 g. 


Lösning. Det går att hitta nio småtrianglar som var och en täcker tre tangerande mynt så att samtliga mynt, utom det mittersta (i figuren nedan markerad med ×) täcks exakt en gång. En sådan uppdelning visas i den vänstra figuren. Summan av de 9∙3=27 myntens vikter är 90 g. För att få den sammanlagda vikten av kantmynten måste vi sedan ta bort summan av vikterna av de ”inre” mynten (de omarkerade mynten i figuren ovan). Den högra figuren visar en uppdelning i tre småtrianglar (det mittersta myntet är fortfarande orört) sådant att alla omarkerade inre mynt täcks exakt en gång. Vikten av dessa mynt är exakt 30 g. Totala vikten av kantmynten är följaktligen 60g.
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4. Det är känt att talen x och y är olika samt att 
(x – 2008)(x – 2009) = (y – 2008)(y – 2009). Bestäm alla möjliga värden på summan x + y.

Svar 4017. 


Lösning. Vi har likheten  
((x – 2008.5) + 0.5)((x – 2008.5) – 0.5) =  ((y – 2008.5) + 0.5)((y- 2008.5) – 0.5). 
Av detta får vi (x – 2008.5)2 = (y – 2008.5)2, och eftersom x och y inte är lika: 
 x – 2008.5 = 2008.5 – y  x+y = 4017.

5. Åsa har spelat bordtennis med sina fem kompisar en eftermiddag. När hon kommer hem berättar hon att Lasse har spelat fem matcher, Maria har spelat fyra, Niklas har spelat tre, Ylva har spelat två och Östen har spelat en match. Hur många matcher har Åsa spelat om man vet att ingen har spelat mer än en gång mot samma motståndare.

Svar. 3 matcher.


Lösning. Eftersom Lasse har spelat fem matcher, måste han ha spelat mot alla de övriga, däribland en match mot Åsa och en match mot Östen. Låt oss plocka bort Lasses matcher och därmed också Östens enda match och se hur många matcher de fyra övriga deltagarna har spelat inbördes. Maria har då spelat tre matcher (vi tar ju bort hennes match mot Lasse), Niklas har spelat två matcher och Ylva har spelat en match. Men Maria har då spelat mot de tre övriga: mot Åsa, Niklas och Ylva. Om vi nu tar bort Marias matcher (bland dem matchen mot Ylva) återstår bara Åsa och Niklas. Kvar för Niklas finns bara en match och den måste han ha spelat mot Åsa. Sammanfattningsvis har Åsa spelat mot Lasse, Maria och Niklas, dvs tre matcher.

Nivå 2. Medelsvåra

1. 33 plånböcker ligger i rad. Ursprungligen innehöll var och en 100 mynt. Sedan har man valt en plånbok och flyttat ett antal mynt från den, nämligen ett mynt till var och en av plånböckerna till höger från den utvalda (alltså är antalet flyttade mynt lika med antalet plånböcker till höger av den utvalda plånboken). Du var inte närvarande när man gjorde detta. Ditt uppdrag är att bestämma vilken av plånböckerna var utvald. Till din hjälp får du peka på vilken uppsättning som helst av plånböcker och fråga hur många mynt de totalt innehåller (t.ex. du får peka på 5:e, 10:e, 11:e och 31:e plånböckerna samtidigt). Bestäm det minsta möjliga antalet förfrågningar som behövs för att garanterat klara uppdraget.

Svar. Det räcker med en förfrågning.


Lösning. Måla plånböckerna växelvis svart och vitt: 17 svarta, 16 vita. Sätt nummer på de vita 1 till 16 från höger till vänster. Sätt nummer på de svarta 0 till 16 från höger till vänster. Peka på de 17 svarta. Ursprungligen innehöll de 1700 mynt. Du kommer att få ett svar ”N mynt” på din fråga. Om N>1700 så innebär detta att s=N–1700 stycken mynt flyttades från en vit plånbok till s svarta plånbäcker, dvs den utvalda var den vita plånboken nummer s. Om N≤1700 så innebär detta att q=1700–N mynt flyttades från en svart plånbok till q vita plånböcker, dvs den utvalda var den svarta plånboken nummer q.

2. I en klass är eleverna utplacerade parvis vid separata bord. Det är känt att 60% av pojkarna ingår i ett par med en pojke, medan endast 20% av flickorna ingår i ett par med en flicka. Bestäm andelen flickor i klassen. 

Svar. 1/3.


Lösning. Låt F vara antalet flickor och P antalet pojkar is klassen. Enligt förutsättningarna ingår 40% av pojkarna, eller 0,4P stycken, i par med en flicka, medan 80% av flickorna, eller 0,8F stycken, i par med en pojke. Men dessa antal måste vara lika och vi får sambandet 0,4P=0,8F eller P=2F. Andelen flickor i klassen är följaktligen 
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3. Tangenten till grafen y = x2 skär koordinataxlarna i punkterna А och В. Det visade sig att ОА = ОВ, där O anger origo. Bestäm arean av triangeln АОВ.

Svar. 1/32.


Lösning. Eftersom grafen för negativa värden på x är spegelbilden i y-axeln av grafen för positiva värden, räcker det att studera grafen för x≥0. Vi kan utan inskräkning anta att A är skärningspunkten mellan tangenten och x-axeln, medan B är skärningspunkten mellan tangenten och y-axeln. Triangeln AOB är rätvinklig och uppfyller förutsättningarna om och endast om tangentens lutning är lika med 1. Funktionen y = x2 har derivatan y = 2x, som är lika med 1 för x=1/2, vilket ger funktionsvärdet y=1/4. Enligt enpunktsformel är tangenens ekvation y=x+m. Vi sätter in värdena för x och y och får ekvationen 1/4=1/2+m, vilket medför att m=–1/4. Men m är y-koordinaten för B. Således OA=OB=1/4  och arean av triangeln АОВ är 0,5∙OA∙OB=1/32. 

4. Visa att det bland 18 konsekutiva (dvs på varandra följande) tresiffriga tal finns minst ett som är delbart med sin siffersumma.

Lösning. Bland 18 konsekutiva tal finns ett tal x som är delbart med 18. Låt s vara siffersumman för x. Klart att x är delbart även med 9. Då är s också delbart med 9 (varför – se nedan). Siffersumman för en tresiffrigt tal är högst 27. Således är s=9 eller s=18 (s 27 annars skulle x=999, som inte är delbart med 18). I vilket fall som helst är x delbart med s. 

Varför är s delbart med 9? Jo, låt x = [abc], dvs x har siffrorna a, b och c. Vi får då x=100a+10b+c=99a+9b+(a+b+c). Högerleden är delbar med 9 om och endast om siffersumman a+b+c=s är delbar med 9.

5. Förenkla och beräkna uttrycket 
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utan att använda miniräknare, dvs räkna exakt.

Svar. 4.


Lösning. Summan 
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är ett positivt tal. Kvadrering ger 
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Således 
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Nivå 3. Svåra
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1. Banorna i en park bildar två lika stora kvadrater med en gemensam sida. Holmes and Watson promenerar längs banorna motsols runt varsin kvadrat med konstanta hastigheter (se bilden). Holmes promenerar 20% snabbare än Watson. Då och då möter de varandra på en gemensam sida. Det andra mötet inträffade 10 minuter efter det första, det tredje – 10 minuter efter det andra. Bestäm tiden som det går mellan det tredje och det fjärde mötet. 

Svar. 35 minuter.


Lösning. Låt en person till som heter Arthur promenera medsols runt den vänstra kvadraten. Låt honom ha samma hastighet som Watson och sammanfalla med Watson på den gemesamma sidan. Klart att Arthur och Watson blir då hela tiden spegelsymmetriska runt denna sida. Nu möts Watson med Holmes då och endast då Arthur möter Holmes på den gemensamma sidan. Visst möts Arthur och Holmes även på övriga sidor av den vänstra kvadraten. Deras hastigheter har relation 5/6 vilket medför att mellan möten hinner Holmes tillryggalägga 6/11 av kvadratens omkrets medan Arthur endast 5/11. Beteckna P1 någon av mötespunkterna och markera sedan punkterna P2,...,P11 som går motsols och delar omkretsen i 11 lika långa delar. Klart att på den gemensamma sidan finns 3 konsekutiva punkter (säg P1, P2 och P3), men inte fyra stycken såsom avståndet mellan P1 och P4 är 3/11>1/4. Arthur och Holmes möter varandra med lika stora tidsintervaller, mötespunkterna bildar följden P1, P7, P2, P8, P3, P9, P4, P10, P5, P11, P6, P1 osv. Om vi räknar endast möten på den gemensamma sidan (dvs möten med Watson), så bildar tidsintervaller dem emellan följden 2T, 2T, 7T, 2T, 2T, 7T, osv. Således 2T=10 min, och mellan det tredje och det fjärde mötet blir det  7T=35 minuter.

2. Lådans inre är formad som en kub med sidan 1 m.[image: image8.png]


 Man vill placera en platt hård kvadrat in i lådan. Kan kvadraten ha en sida längre än 1 m? Om ja, försök att placera så stor kvadrat som möjligt (ju större desto bättre)!

Lösning. Ja, det kan den. Se bilden. Låt kuben har kanterna av längden 1. Vi väljer x så att sidorna i den inskrivna fyrhörningen är lika långa. Enligt Pythagoras sats KL2=2(1–x)2=2x2+1=LM2, vilket ger x=1/4. Men även diagonalerna är lika långa såsom KM2=12+12+0.52=NL2. Detta bevisar att KLMN är en kvadrat. 

Eftersom KL2= 2(1/4)2+1=1.125, så är kvadratens sida är större än 1.

3. Kan man ändra endast en siffra i decimalutvecklingen av talet 28999 för att få ett primtal? 

Svar. Nej.

Lösning. Eftersom 28999 är ett jämnt tal måste vi ändra på den sista siffran. Så betrakta 28999+k för udda k (ty annars vore 28999+k jämnt!). Vi ser vidare att i 28999 slutsiffran är 2. Så de möjliga värdena på k är -1,1,3,5,7.

Eftersom 999 är udda, så vet vi omedelbart att d+1 delar d999+1; och att d–1 delar d999–1. Därav kan inte k vara –1 eller 1. 28999+3 slutar på 5 och är delbart med 5. Så de enda k vi behöver betrakta är 5 och 7. 7 är också lätt då 28999 +7 är delbart med 7, så allt som är kvar är nu 5. För k = 5, betrakta 28999 +5  1999  0 (mod 3) Alltså kan vi inte ändra på någon siffra i decimalexpansionen av 28999  för att få det till ett primtal.

4. Kan man rita oändligt många (ofyllda) cirklar på planet så att varje punkt ligger på exakt 2010 cirklar? (Cirklar med radie 0 (d.v.s. enstaka punkter) är inte tillåtana). 
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Svar. Ja, det kan man.


Lösning. Ta en oändlig remsa med parallella kanter. Fyll remsan med alla möjliga cirklar som tangerar båda kanterna (se bilden). För varenda punkt på kanten finns endast en sådan cirkel. För varenda punkt mellan kanterna finns exakt två sådana cirklar. Dela planet i parallella remsor av samma vidd och fyll i varenda remsa. Nu går det exakt två cirklar genom varje punkt. Välj en annan riktning och gör en ny indelning i remsor med en annan vid, fyll i med cirklar en gång till. Nya cirklar har en annan radie så de sammanfaler inte med de gamla. Totalt ska man dela i remsor 1005 gånger. 

5. En kortlek består av 100 kort med talen 1 till 100 skrivna på korten i ordning, så att på det översta kortet står det 1, det andra 2 och så vidare. Två spelare turas om att göra ett drag. Under ett drag väljer en spelare ett eller flera av de översta korten som motståndaren skall ta. Vinnaren är den som först får produkten av talen på sina kort delbart med 1000000. Bestäm spelets resultat (vinner spelare 1 (den som börjar), vinner spelare 2 eller det slutar oavgjort) om de båda spelar på det bästa sättet.

Svar. Ja, spelaren 1 kan alltid vinna.


Lösning 1. Spelet kan inte sluta oavgjort, såsom när samtliga kort är uppdelade så kommer minst en av produkterna vara delbar med 1000000. Detta händer pga att det finns 10 tal på korten som är delbara med 10. Om någon får minst 6 av dem så är dennes produkt delbar med 1000000. Om båda får 5 av 10 korten, så kommer den som har talet 100 få sin produkt delbar med 1000000. 
Anta att spelaren 2 alltid kan vinna. I så fall måste den vinna två spel även om de spelas samtidigt. Då ordnar vi spel A och spel B. I spel A ger spelaren ett kort 1 till motståndaren. När motståndaren gör sitt drag i spel A (denne ger korten 2 till n), så gör spelaren 1 sitt första drag i spel B – ger korten 1 till n. Nu har vi samma kort kvar i båda spelen. Spelaren 1 väntar på ett drag i spel B och upprepar detta drag i spelet A, osv. Klart att om spelaren 2 vinner i ngt av spelen så vinner spelaren 2 det andra spelet. En motsägelse. Detta bevisar att spelaren 2 inte kan vinna ett spel, således vinner spelaren 1.


Skiss till lösning 2. Den förste vinner med följande strategi. Han hittar det minsta talet av typ 5k+4 som är kvar och ger till motståndaren korten t o m detta tal (t.ex. 1 till 4 under 1:a drag). På så sätt kommer han att ha minst lika många tal som är delbara med 5 och lika eller större 5-potens i sin produkt som den andra spelaren. Så snart han får 56 i sin produkt kommer han antingen att ha även 26 (vilket betyder att han redan har vunnit) eller kommer han att ha minst 23 medan motsåndaren har högst 53. Då vinner den förste genom att ge motståndaren talen t o m närmaste talet 8k+7.
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