Kvaluppgifter

1) 2011 kulor är målade i 7 färger, på varje kula står ett tal. Talet på varje blå kula är lika med totala antalet blåa kulor, likaså med de övriga färgerna. Peter skrev upp 2011 bråk, där alla täljarna var 1, och nämnarna var lika med talen på kulorna. Bestäm summan av dessa bråk.  

Svar. 7. Lösning. Betrakta termerna för varje färg separat. Har vi n stycken blåa kulor, så har vi n stycken termer 1/n. Deras summa är n∙1/n = 1. Likaså med de övriga färgerna. 1+1+1+1+1+1+1=7. 

2) Man avrundar ett visst positivt tal till närmaste heltal. Detta utökar det ursprungliga talet med 28%. Bestäm samtliga värden på det ursprungliga talet.

Svar. 25/32 och 25/16. Lösning. Det är klart att man avrundar talet uppåt. Antag att man avrundade x och fick ett heltal n. Då är  n = 1,28x  och skillnaden är  0,28x  0,5.  Således är x = 25n/32  och  0,2825n/32  0,5,  vilket ger  n  16/7.  För n = 1  och  n = 2  fås de två svaren.

3) En pojke talar alltid sanning på torsdagar och fredagar, och ljuger alltid på tisdagar. Vad händer på övriga dagarna är okänt . En gång fick han svara på frågan ”Vad heter du?” 7 dagar i rad. Svaren var ”Axel, Ben, Axel, Ben, Carl, Ben.” Vad svarade han på den sjunde dagen? 

Svar: Axel. Lösning. Såsom pojken ej svarar likadant två gånger i rad startar han sina svar på fredag eller på lördag. Skulle han starta på lördag så skulle han svara ”Ben” både på tisdag och på torsdag. Men på tisdag måste det vara ett lögn medan på torsdag en sanning. En motsägelse. Det enda möjlighet är att han startar svara på fredag och således slutar på torsdag.  Således svarar han på den sjunde dagen lika som på fredag, dvs. ”Axel”.  
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Nivå 1

Dessa uppgfter får ett lag efter att ha löst någon kvaluppgift korrekt. Här ger varje löst uppgift 3 poäng. 
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4) En rutig figur är en kvadrat 9×9 med 16 hål (se bilden). Man ska klippa figuren i mindre rektanglar men får klippa endast längs med rutgränserna. Bestäm det minsta antalet kvadrater 1×1 som kan förekomma efter en sådan klippning. 

Svar: 0. Lösning. Se bilden  

5) Ett visst år innehöll fler tisdagar än måndagar samt fler onsdagar än torsdagar. Bestäm den sista veckodagen i februari det året.

Svar: fredag. Lösning. 365 = 527 + 1 vilket innebär att ett år har 52 hela veckor (dvs. grupper av  7 dagar i rad) plus en extra dag alt. plus två extra dagar i ett skottår. Just de extra veckodagarna inträffar oftare. Enligt villkoren finns det två veckodagar (tisdag och onsdag) som inträffar oftare, således handlar det om ett skottår.  Den 1:a och den 2:a januari måste vara tisdag och onsdag eftersom resten kan delas i hela veckor. Nu kan man lätt beräkna att den 29:e februari är en fredag.
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6) I en fyrhörning ABCD är vinklarna B och D räta, sidorna AB och CB är lika långa. Avståndet från B till linjen AD är 8 cm.  Bestäm fyrhörningens area. 
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 Svar: 64 см2. Lösning. Dra normaler mot linjerna AD resp. CD, som korsar motsvarande linjer i punkterna H resp. K (se bilden). Det är klart att HBK är en rät vinkel. Tillsammans med ABH bildar den vinkeln ABK. Likaså vinkeln CBK + rät vinkel ABC är vinkeln ABK. Detta innebär att vinklarna ABH och CBK är lika. Således är även trianglarna ABH och CBK kongruenta – förutom vinklarna har de lika långa hypotenusor. Då är BH=BK. Detta innebär att HBKD är en kvadrat med arean 64 cm2. Genom att lägga till arean av  ABH och ta bort en likadan area CBK, ser man att arean ABCD är också 64 cm2. 

7) Talen p och q är olika. Man hittade ett tal x, som uppfyller två likheter: 
x2 + px + q = 0  och  x2 + qx + p = 0.  Bestäm  p + q.

 Svar: –1. Lösning. px + q = – x2  = qx + p    (p – q)(x – 1) = 0   x = 1.  Genom att sätta in  x=1 i vilken som helst av ekvationer , hittar man att  p + q = –1.
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8) Finns det någon sexhörning som man kan med en enda rät linje dela i 4 kongruenta trianglar? 

Svar: Ja. Lösning. Se bilden. 

Nivå 2

Dessa uppgfter får ett lag efter att ha löst 2 upgifter från nivå 1. Här ger varje löst uppgift 10 poäng.

9) N är ett heltal. Kan det finnas både 2011 jämna och 2011 udda siffror i decimalutvecklingen av N2? 

Svar: Ja. Lösning. Ta N=
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=10n – 1 (n=2011). N2=(10n – 1)2 = 102n – 210n + 1 = 
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  – det finns  n jämna och n udda siffror.

10) Det finns en rad med positiva heltal. Det första är 123456, det sista är 654321. Differensen mellan vilka som helst två intilliggande tal är antingen 1 eller 1000 (man drar bort det minsta från största). Inget tal är delbart med 1000. Visa att minst ett av talen är delbart med 13. 

Lösning. Låt oss skriva nollor framför talen som är mindre än 100000 så att det i varje tal blir exakt 6 siffror. Sedan sätter vi  in ett minustecken mellan den tredje och den fjärde siffran i varje tal. Vi får differenser  A–B, där A är heltal från 0 till 999, B från 1 till 999. Låt oss beräkna varje differens steg för steg. Vid varje steg ändras antingen A eller B med 1, således ändras även differensen med 1. Men första differnsen är negativ och sista differensen är positiv. Detta innebär att någon av differenserna är 0. I det motsvarande talet är båda delarna lika med ett tal C, dvs. talet är 1001∙C. Såsom 1001 är jämnt delbart med 13 är även talet  1001∙C delbart med 13, VSB.

11) 180 blåa räta linjer dras genom origo så att hela planet är indelat i vinklar 1. Sedan dras röda linjen y = 100 – x . För varje skärningspunkt av den röda linjen med en blå linje skriver man ner skärningspunktens  x-koordinat. Bestäm summan av dem samtliga nedskrivna talen.

Svar: 8950. Lösning. Bilden är spegelsymmetrisk kring linjen  y = x,  således summan av x-koordinater är lika med summan av y-koordinater. Linjen  y = 100 – x  är parallell med en blå linje således skär den 179 blåa linjer. För varje punkt på linjen y = 100 – x  summan av x- och y-koordinat är 100. Den totala summan av x- och y-koordinater är då 17900. Summan av x-koordinaterna är lika med 17900/2.

12) En vuxen mask är 1 meter lång. Man får klippa en vuxen mask i två delar vars längder kan ha vilket förhållande som helst. Varje del blir en ny mask, som omgående börjar växa med hastigheten 1m/timme. När masken blir 1 m lång är den vuxen och slutar växa. Kan man få 10 vuxna maskar av en enda vuxen mask snabbare än på en timme?

Svar: ja. Lösning. Låt oss sätta klockan som visar tiden i timmar och i början visar 
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 meter av masken. När klockan är 
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 blir den större delen vuxen igen. Då klipper vi av 
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 meter av den. När klockan är 
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 blir den större delen vuxen igen.  Då klipper vi av 
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 meter av den. Så fortsätter vi tills vi klipper masken mitt itu när klockan visar 
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 . Sedan väntar vi tills klockan visar 1. Då blir samtliga delar vuxna. Det hela ruljansen tar bara 1 – 
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 timme.

13) I en fyrhörning ABCD är vinkeln A = 85,  vinkeln B = 115,  AD = BC.  Mittpunktsnormalerna till sträckorna AB och CD skär varandra i en punkt M. Bestäm vinkeln MAB.

Svar: 80. [image: image15.png]V&



 Lösning. För punkten M på mittpunktnormalerna gäller  MA = MB,  MC = MD.  Detta medför att trianglarna AMD och BMC är kongruenta (eftersom deras sidor är lika). Då är även vinklarna MAD och  MBC lika.  Triangeln AMB är likbent och har lika stora spetsiga vinklar MAB = MBA = . Lägg märke till att punkterna C och D ligger på en sida av linjen AB. Man har två fall för placeringen av punkten M.

Fall 1) Punkterna M, С och D ligger på en sida av linjen AB. Då är vinkeln MBC = 115 – .  Vinkeln MAD är en differens (i någon ordning) av vinklarna MAB och DAB, dvs.  MAD= ( – 85).  Dock är likheten
85 –  = 115 –   omöjlig, medan likheten  115 –  =  – 85  medför att   = 100 vilket strider mot att   är en spetsig vinkel. Detta innebär att fall 1 är omöligt.

Fall 2) Punkterna M och C ligger på olika sidor av linjen AB. Då är vinkeln MAD =  + 85.  Vinkeln MBC kan ej vara lika med   + 115 – i så fall skulle den vara olik med MAD. Detta innebär att vinklarna MBA,  ABC och MBC täcker tillsammans hela planet, vilket medför att vinkeln MBC = 360 – ( + 115) = 245 – .  Från likheten 85 +  = 245 –  får man att   = 80.  Detta är det enda möjliga fallet (se bilden). Anmärkning. Man får hoppa över fallet  med vinkeln MAD =360 – ( + 85)  såsom  + 85 < 180. 
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