Matematikcirkel Katedralskolan e 4 december 2013
Gott och Blandat

Liten tivling

Uttryck talet 2013 genom att bara anvanda fyror. Forsok att anvanda sa fa
fyror som mojligt. Tilldtna operationer dr de fyra rdknesitten, samt poten-
ser. Parenteser far anviandas godtyckligt mdnga génger.

Facit: 8 stycken 4:or: 2013 = (4* — 4)(4 4+ 4) — (4 — 7). Hittills har ingen
fatt battre resultat.

Problem

Los uppgifterna i varfri ordning, sjdlv eller med ndgon annan! Vélj den
som du/ni tycker &r roligast forst.

1. Jag tanker pa 3 positiva heltal, alla & mindre dn 100. Du far ocksa
vélja tre tal (hur stora som helst) och begédra mig att multiplicera mitt
forsta med ditt forsta, mitt andra med ditt andra, mitt tredje med ditt
tredje, och sedan uppge summan av de tre produkterna. Bestim den
minsta mojliga antalet sddana fragor for att sdkert finna de tre tankta
talen.

Facit: Det rdcker med en fraga. Vilj talen 1, 100 och 10000.

2. Hitta sd manga losningar som majligt till ekvationssystemet och for-
sok att visa varfor inga andra 16sningar finns:

?—yz=1zx
y -z =y

22—y ==z

Facit: De icke-negativa l6sningarna &r (0, 0, 0), (1,0, 0), (0, 1,0), (0,0, 1).
Det finns tyvarr odndligt mdnga losningar dér variablerna far vara
negativa, sa uppgiften var daligt formulerad.

3. Det finns 17 kort. En dskadare tanker pa ett av dem. Trollkarlen delar
upp korten i 4 hogar och fragar dskddaren i vilken hog kortet ligger.
Vilket dr det minsta antalet fragor trollkarlen behover for att alltid
kunna bestamma askadarens kort?

Facit: Tva fragor racker inte eftersom da finns det bara 4 - 4 = 16
mojliga kombinationer av svar. For att klara pa tre frdgor, dela upp



den misstdankta hogen i ndgorlunda jamna hogar hela tiden. De icke-
misstdnkta korten kan laggas var som helst.

. En Rubiks kub blev tilltrasslad genom att man utférde en kombina-
tion av vridningar pa starttillstdndet. Visa att man kan fa kuben till
att vara i starttillstdndet igen genom att utféra samma kombination
nagra ganger till.

Facit: Notera hur kuben ser ut efter varje upprepning av kombina-
tionen. Kuben kan se ut pa dndligt manga sétt, alltsd kommer ett
utseende att upprepa sig. Vi har gdtt in i en period, men foljer vi
den bakldnges, sa ska perioden leda till startpositionen. Det betyder
att startpositionen ingar i perioden och kommer nagon gang hinda
i framtiden ocksa.

. ABCD &r en konvex fyrhorning, dessutom géller AB + BD < AC +
CD. Visaatt AB < AC.

Facit: Mot storsta sidan ligger storsta vinkeln. Antag att AB > AC,
da foljer BD < C'D och studera de motsdende vinklarna.

. Varje ndsta element i en talf6ljd ar lika med den sista siffran av pro-
dukten av de foregdende tva talen. Visa att foljden

(a) dr periodisk.
(b) har en period som inte dr storre &n 26.

(c) har en period som dr mindre &n 17.

Facit: Ndgon gang kommer foljden att upprepa sig eftersom anta-
let mojliga par av siffror bredvid varandra dr dndligt. Om foljden
innehaller 0, kommer perioden bli 1. Annars, om foljden innehdller
en jamn siffra, kommer all siffror vara jamna vilket ger 4 - 4 = 16
parmdojligheter. Likadant med udda siffror med 5 som specialfall.

. Los ekvationssystemet:

rT+y—z2=2

2+t —22=0

ryz = 60
Facit: De fyralosningarna dr (3,4, 5), (4,3,5), (—2—/14,/14—2, —6), (—2—
V14,1/14 — 2, —6). Detta kan man f& genom att flytta » till hogerledet

i bdde den forsta och den andra ekvationen och sedan kvadrera den
forsta.



8.

10.

11.

Niklas har en bit metalltrdd som dr 48 cm 1dng. Av den vill han bygga
ramen till en rombkuboktaeder med sidan 1 cm (se bild). Som minst,
i hur manga bitar maste Niklas klippa upp trdden for att bygga mo-
dellen?

Facit: Niklas behover inte klippa upp traden, eftersom rombkubok-
taederns graf har en eulerstig, dvs kan gas igenom i en cykel.

. Redan en miljard &r bestims vadret pd planeten Minecraft helt av

det foregdende arstiondet. Man vet att det finns nio typer av vader
(magnetstorm, meteoritregn, frost osv.). Alla dagar den senaste vec-
kan var vddret olika. Visa att det ndgon gang kommer en vecka med
exakt samma uppsittning av dessa olika véder.

Facit: Om det har funnits tva arstionden med exakt samma vader,
sa betyder det att vadret har borjat upprepa sig och alla veckor som
kommer nu kommer att hidnda igen (vi har gatt in i perioden). Pro-
blemet hér ar att arstionden héir kan se ut pd véldigt ménga satt (6ver
93650), s& det &r inte sdkert att de borjat upprepa sig. Mojligen har
problemet felaktig formulering.

Konungen Friedrich hade 5 séner. Bland hans &ttlingar hade 100 styc-
ken exakt 3 soner, medan alla andra dog utan att fa ndgra barn. Hur
manga attlingar hade konungen Friedrich?

Facit: Antalet soner som kommer frdn hans dttlingar dr 300, saledes
305 dttlingar totalt.

Linjerna DE och F'G dr bada parallella med linjen AB. De tre omra-
dena CDE, DFGE och FABG har lika stora areor.



12.

13.

14.

S

Bestam forhallandet g—ﬁ.

Facit: Eftersom areorna pa det tre likformiga trianglarna forhéller sig
som 1 : 2 : 3 sa forhdller sig de sidorna med roten ur de koefficien-
terna: 1 : v/2 : /3. Darfor forhaller sig strackorna i frigan som ﬁ

Det finns 27 mynt: 9 enkronor, 9 tvdkronor och 9 trekronor. Bland
dem finns ett falskt mynt som védger mindre d&n de motsvarande rik-
tiga. En riktig enkrona véger 1g, tvakrona 2g och trekrona 3g. Med
hjalp av en balansvag utan hjdlpvikter bestam det falska myntet pa

(a) pd 4 vigningar.

(b) pa 3 vidgningar.

Facit: Forst bestdim en “misstanksam” hog med 3 enkronor, 3 tvakro-
nor och 3 trekronor. Pa andra vigningen bestdm en “misstdnksam”
hogar med en enkrona, en tvakrona och en trekrona. Vig till sist den
enkronan plus en riktig enkrona mot den tvdkronan.

De tre réta linjerna [, m, n &r parallella. Avstandet mellan [ och m &r
4, avstandet mellan m och n dr 3 och m ligger mellan [ och n. En
kvadrat, som ligger i omrddet mellan / och n, har tre av sina horn pa
var sin linje. Finn kvadratens sidlangd.

Facit: Dra strackor fran kvadratens horn pé [ och n, vinkelrdta mot
linjen m. Det bildas tva ratvinkliga trianglar, som dr kongruenta pga
deras vinklar dr lika och de har samma liang pa hypotenusan. Alltsa
dr den 5.

I ett land finns 15 stdder och vissa av stdderna ar forbundna med
flyglinjer. Tre flygbolag &dger flyglinjerna i landet och man vet att
dven om ett av bolagen skulle ldgga ner sa skulle det 4nda ga att ta
sig fran vilken stad som helst till alla andra (mojlighen med byten).
Vilket dr det minsta antalet flyglinjer som landet kan ha?



15.

Facit: Vilka tva bolag som helst ska ha minst 14 linjer tillsammans.
Lagg ihop de tre olikheterna, dela med 2, vi far att alla bolag tillsam-
mans ska ha minst 21 linjer. Ett exempel med 7 linjer per bolag kan
konstrueras (borja med att placera 15 stdder pa rad och sétt ut de
forsta tva bolagens linjer varannan gang).

Ombkretsen for en femhornig stjrna, vars hornpunkter bildar en kon-
vex femhorning F, omkretsen for F', samt omkretsen for stjdrnans
inre femhorning dr alla primtal. Visa att summan av dessa tre tal ar
inte mindre dn 20.

Facit: Stjarnan har storst omkrets (triangelolikheter), /" har mellanta-
let och omkretsen for inre femhorningen dr minst. Skriv upp fem tri-
angelolikheter dér F:s tva nédrliggande sidor dr iblandade. Om man
summerar de fem olikheterna fdr man att det fordubbalde mellanta-
let mdste vara storre 4n summan av det storsta talet och mittentalet.
Den enda taltrippeln med summan under 20 som uppfyller detta ar
(2,5,7). Tyvérr kan jag inte komma pa varfor dessa tal inte skulle fun-
ka, mdjligen stammer inte uppgiften!



