SKOLORNAS MATEMATIKTAVLING
Svenska Matematikersamfundet

Kvalificeringstavling den 28 september 2010

Forslag till losningar

Problem 1. En rektangel bestar av nio smarektanglar med areor (i m?) enligt figur.
Bestdm arean av rektangeln som markerats med ett fragetecken i figuren.

1 2

Lo6sning. Om vi har har fyra rektanglar med sidor a, b, ¢, d (i m) enligt figur 1 blir
areorna R = ac, S = ad, T = bc, U = bd (i m?) och det giller att R forhaller sig till
S som T till U. Vi har némligen att 3 = % = ¢ (eller RU = ST).
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I uppgiften later vi nu x beteckna arean av rektangeln langst till hoger i den andra
raden och y arean av motsvarande rektangel i den tredje raden. Vi soker virdet pa

xX.
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Lat oss forst bestémma virdet pa y. Betrakta kolumnerna 2 och 3 samt raderna 1
och 3. Proportionalitetsegenskapen ger areasambandet
2=4¢  varavy=10.

Bestam sedan x genom att studera kolumnerna 1 och 3 samt raderna 2 och 3. Vi har



sambandet

z _ 10 —
, dvs § =77, som ger x =7,5.

Svar. Arean ar 7,5 m?.

Problem 2. Pa dagen for en slakttraff sommaren 2010 fyller Lennart, Lotten och Lisa
ar. Lennart har rdknat ut att produkten av deras aldrar ar 6958. En gang tidigare
under 2000-talet har sldktingarna sammanstralat samma datum. Da var summan av
Lennarts, Lottens och Lisas aldrar lika med 80, men vad var produkten den gangen?

Losning. Lat aldrarna vid traffen 2010 vara @ < y < z (i hela antal ar). Det géller
att xyz = 6958. Vi delar upp produkten i primfaktorer och far 6958 = 2-7-7- 71.
Eftersom summan av aldrarna var 80 for hogst 10 ar sedan, kan summan under 2010
inte Gverstiga 110 och ingen kan vara aldre &n 90 ar. Nagon i trion ar foljaktligen
71 ar, medan de bada 6vrigas aldrar ar 7 och 14, eftersom fallen 1 och 98 (for hog
alder) resp 2 och 49 (for stor summa) maste uteslutas. Vi har alltsa z = 7, y = 14
och z = 71 vilket ger summan 92, dvs for att fa summan 80 maéaste vi ga tillbaka
(92 — 80)/3 = 4 ar i tiden, vilket ger davarande aldrar 3, 10 och 67. Produkten av
dessa ar 2010.

Svar. Produkten ar 2010.

Problem 3. Differensen mellan tva femsiffriga heltal ar 246. Visa att de tio siffror
som ingar i de bada talen inte alla kan vara olika.

Losning: Lat oss borja med att bestdmma den minsta mdéjliga differensen mellan
tva femsiffriga tal bestaende av tio olika siffror. For att differensen ska bli mindre &n
1000, dvs hogst tresiffrig, kravs att de bada talen tillhor angrénsande tusental sa att
de bada forstasiffrorna skiljer sig at, exempelvis 3abcd — 2efgh. Dessutom kravs att
den andra siffran i det storre talet dr 0 och att den andra siffran i det mindre talet ar
9. Lat oss allmént skriva differensen som [k + 1]0bed — k9 fgh, dar de ensiffriga talen
0, k, k+1, b, ¢, d, f, g, h, 9 alla ska vara olika. For att differensen ska bli minimal,
maste det tresiffriga talet bed vara sa litet som mojligt och det tresiffriga talet fgh sa
stort som mojligt. Eftersom siffrorna 0 och 9 &r upptagna far vi minimidifferens for
bed = 123 och fgh = 876. Om vi sétter k = 4 far vi tva femsiffriga tal med idel olika
siffror 50123 och 49876 som ger den minsta mojliga differensen 247. Men det betyder
att det inte &r mojligt att bilda differensen 246 om vi kraver att alla siffror i de bada
talen ska vara olika.

Svar. Nej, det ar inte mojligt.

Problem 4. P4 varje kant i en kub star ett heltal. For fem av kvadraterna géller
att summan av talen pa motstaende sidor &r lika (summorna kan vara olika for olika
kvadrater). Visa att detta dven géller for den sjétte kvadraten.

Losning. Beteckna hérnen med A, B, ..., H enligt den vanstra figuren. For 6verskad-
lighets skull betraktar vi kuben uppifran och ser den som en 6ppen lada (se den hogra
figuren), dar A, B,C, D ar horn i den kvadrat som bildar ladans botten, markerad
med 1. Lat AB, BC, CD, DA tilldelas talen a1, as, as, a4 resp, medan AE, BF,
CG, DH tilldelas talen by, b, b3, by resp. Vi numrerar de fyra sidokvadraterna med
2, 3, 4, 5 som figuren visar. Vi antar att summayvillkoret ar uppfyllt fér de fem
numrerade kvadraterna. Vi ska visa att summavillkoret da ocksa maste vara uppfyllt
for kvadraten som bildar ladans topp, dvs for kvadraten EFGH .



H G b4 4 b3
E
‘ F D as C
\
\
: 5 |4 1 az 3
/Liiiii ¢
e A ay B
A B
b1 2 by
E F

I kvadrat 1 leder summavillkoret till sambandet
(1) a1 +a3 =az + aq .

Villkoret anvénder vi sedan till att ange uttryck for évriga kanter (kvadratsidor); vi
far

b1 + by —a; pa EF ikvadrat 2,

bs + b3 — as pa FG i kvadrat 3,

bz + by — a3 pa GH i kvadrat 4,

by + b1 —aq4 pd HE i kvadrat 5.
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Lat oss nu betrakta den sjiatte kvadraten, EFGH. Summan av motstaende sidor &r
enligt figuren dels

(b1 + by + b3 + by) — (a1 + as),

dels
(b1 + ba + b3 + bg) — (a2 + aq).

Men dessa bada summor &r lika till £5]jd av sambandet (1) och pastaendet ar visat.

Problem 5. Den i triangeln ABC inskrivna cirkeln tangerar triangeln i punkterna
Ay pa sidan BC, By pa sidan AC och C; pa sidan AB. Den i triangeln A1B1C}
inskrivna cirkeln tangerar triangeln A;B1C i punkterna A, pa sidan B1Cy, By pa
sidan A;C1 och C5 pa sidan A1 B;. Bestdm vinklarna i triangeln A, B>C5 da vinklarna
vid A, B och C ar givna.



Lo6sning. Beteckna vinklarna vid A, B, C med «, (3, v resp. Lat oss forst bestimma
vinklarna i triangeln Ay B1C; (betrakta den hogra figuren).

Triangeln AC: B ar likbent, eftersom tangenterna AC7 och ABj ar lika langa. Vardera

basvinkeln, vid Ciresp Bj, dr saledes 90° — 5. Pa motsvarande sitt ér triangeln

BA;C; likbent med varje basvinkel lika med 90° — g, medan triangeln C'ByA; ar
likbent med varje basvinkel lika med 90° — 3.
Vi kan nu bestdmma vinkeln vid A; i triangeln Ay B1CY:

/C1A By =180° — /BA,Cy — /B1A1C = 180° — (90° — &) — (90° — 2)
_B — 0on°
=0 +2=90°-¢.

Pa likartat satt finner vi att /A1 B1C; = 90° — g och /BC1A; =90° — 3.

I nésta steg galler det att bestdmma vinklarna i triangeln As BoCo nér vinklarna i
triangeln A1 B1C7 ar givna. Vi observerar att det ar exakt samma problem som i
forsta steget, men med skillnaden att ursprungsvinklarna ar 90° — 5, 90° — g och
90° — 7 i stéllet for a, B och . Vinkeln vid Ay blir darfér lika med 90°— halva

ursprungsvinkeln vid A;, dvs lika med 90° — 1(90° — %) = 45° + 2. Vinklarna vid

By, Cs blir enligt samma monster 45° + %, 45° + T resp.

Svar. Om vinklarna vid A, B, C &r «, 3, 7y resp., blir vinklarna vid As, By, Cs resp.
45° + 2, 45° + 2. 45° + 1.

* Anm. Det ar inte en tillfallighet att /ACy By = /C1 A1 By, dvs ar lika med 90° — 5 .
Foljande allménna resultat kan visas galla:

* Sats. Vinkeln mellan en tangent och en korda ar lika stor som de randvinklar som
star pa den bage som ligger inuti vinkeln.

Q
R

T P U
I figuren ligger den kortare cirkelbagen P(Q inuti vinkeln T'PQ); pa denna bage star
randvinkeln PR(Q). Enligt satsen ar /TPQ = /QRP.
* Bevis. Om /TPQ = 90° ar pastaende uppenbart, eftersom vinkeln PR() da star
pa en halvcirkelbage och foljaktligen ar rat. Betrakta fallet /TPQ < 90°. Drag
diametern PS. Om vinkeln /TPQ = v, a&r /QPS = 90° — v (eftersom vinkeln



TPS ér rat) och vinkeln QSP = v (triangeln PQS ar rit). Men /QSP = /QRP
(randvinklar pa samma bage) och pastaendet foljer. Fallet /T'PQ > 90° visas analogt.

Problem 6. Anton har réda och blaa parlor. Med dem vill han férsoka fylla en
kvadrat med n x n piggar (pa vilka parlorna ska séttas) pa ett sadant séitt att varje
parla har exakt tva ”grannparlor” med samma farg som péarlan sjalv. Tva pérlor
raknas som grannar om de ligger bredvid varandra, antingen i vertikal eller i horison-
tell ledd. For vilka n ar detta mdojligt?

Losning. Placera ut en péarla i en godtycklig ruta pa bradet; vi kan utan inskrankning
anta att den ar bla. Fortsitt med att placera ut bla pérlor i en sammanhingande
kedja sa att varje ny parla ar en granne till den ndrmast foregdende. For varje givet
n finns det ett andligt antal mojliga rutor att vilja emellan, dvs vi kommer forr eller
senare att hamna i en situation déar vi inte kan undvika att placera ut en péarla som &ar
granne till ndgon av de redan utlagda péarlorna. Men varje sadan pérla, utom den forst
utlagda, har redan tva grannar, dvs for att kunna lagga ut ytterligare en pérla kravs
att den aktuella parlan &r granne med startparlan. Vi far da en sammanhangande
kedja av rutor fyllda med parlor i samma farg. Vi kan nu fortsétta pa samma satt
med bla péarlor, forutsatt att det finns en ruta vars grannrutor inte innehaller nagon
bla pérla eller med réda pérlor, for vilka samma regler galler. Vi fortsatter sa tills
samtliga rutor &r fyllda.

Om vi exempelvis har placerat ut fem péarlor i samma farg med start i rutan vid pilen
i den vénstra figuren, kan man antingen placera den sjatte parlan i rutan a eller i
rutan b, men déremot inte i rutan ¢ (den tredje utplacerade parlan skulle da fa tre
grannar). Den hogra figuren visar ett exempel déar en kedja med pérlor i samma
farg kan slutas; starten sker vid pilen och kedjan sluts genom att en pérla placeras
i d-rutan. Vi observerar att varje paborjad kedja maste slutas for att kvadraten ska
kunna fyllas sa att grannvillkoren &r uppfyllda.
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Eftersom varje kedja av péarlor i endera fargen ar sluten, maste antalet péarlor i kedjan
vara ett jamnt tal. Om vi fran startrutan sammanlagt gar h steg at hoger, maste vi
ocksa gora h steg at vanster for att aterkomma till startrutan; gar vi sammanlagt n
steg nedat, maste vi av samma skil ocksa ga n steg uppat. Totalt gar vi alltsa 2h+2n
steg, vilket innebar att antalet parlor i kedjan ar 2h + 2n kulor, ett jamnt antal.
Om varje kedja innehaller ett jamnt antal pérlor och alla rutor &r fyllda, maste
foljaktligen antalet rutor vara jamnt for att vi ska kunna lyckas. Alltsa &r det inte
mojligt att fylla kvadraten om n ar ett udda tal. Ar det mojligt att fylla kvadraten
om n &ar jamnt tal? Ja, vi kan exempelvis fylla alla kantrutor rutor med exempelvis
bla pérlor; innanfor ytterranden kan vi sedan fylla nédsta rand med réda kulor och
sedan fortsidtta pa samma satt tills rutnatet ar fyllt. Vi kommer da alltid att sluta
med fyra rutor som bildar en kvadrat i mitten (fér varje borttagen rand har vi hela
tiden en kvadrat dér sidan &r jamn). Vi observerar att for n = 2 &r de fyra pérlorna
i samma férg. Pa nésta sida visas nagra varianter i fallet n = 6.
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Lat oss ge ett alternativt bevis for att n inte kan vara udda. Betrakta for enkelhets
skull fallet n = 5 (se figuren nedan). Antag att pérlan i ruta 1 dr bla. Da maste
ocksa pérlorna i rutorna 2 och 3 vara bla enligt grannvillkoret. Pérlorna i rutorna
4 och 5 maste vidare vara roda, eftersom pérlan i ruta ¢ maste omges av tva réda
och tva bla parlor. Om vi fortséatter pa samma satt finner vi att de bada diagonaler
som omger huvuddiagonalen, markerad med den vénstra pilen, alternerar i farg pa
exakt samma sétt: bla, rod, bla, osv. (rutorna 2, 4, 6, 8 resp 3, 5, 7, 9). Men samma
egenskap maste galla dven for den andra huvuddiagonalen, markerad med den hogra
pilen. Héar far vi dock en motségelse, eftersom de omgivande diagonalerna inte ar lika
och heller inte alternerar i farg. Detta ar en f6ljd av att vi i mitten har fyra rutor som
var och en ligger pa tva korsande diagonaler (rutorna 4, 5, 6 och 7). Motsvarande
resonemang ar uppenbarligen giltigt for varje udda tal n.
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Svar. Det ar mojligt om och endast om n ar ett jamnt tal.



